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Model uktadu planetarnego

e W przyblizeniu mas punktowych, uktad planetarny ztozony z gwiazdy i dwoch planet moze by¢ opisany
funkcjg Hamiltona wyrazong w kanonicznych zmiennych Poincaré (Michtchenko & Malhotra, 2004):

2 2 B. .
5_[= Z(p_l_”lﬁl> _k2m1m2+P1n0p2 E%"‘%en

i=1 2[3, ri A

czesé kefﬁerowska

N 7 Vv

zaburzenie

gdzie r; (i=1,2) - wspbirzedne planet wzgledem gwiazdy, p; - pedy planet wyrazone wzgledem
$rodka masy, A= |r; —rs| - odlegtos¢ miedzy planetami, my - masa gwiazdy, m; - masy planet
oraz u; = k*(mo +m;); Bi = (1/m;+1/mg)~!. Indeksy i = 1,2 numerujg odpowiednio wewnetrzng i ze-
wnetrzng planete.

e Wprowadzmy kanoniczne zmienne Delanuay typu kat-dziatanie (¢,1):

M; — anomalia §rednia  L; = B;\/i; a;,

®; —argument pericentrum G; =L;\/1— e%,
Q; — dlugos¢é wezla wstepujacego  H; = G;cosl,.

e Ewolucja uktadu opisywana jest kanonicznymi rownaniami Hamiltona:
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Teoria wiekowa

e Teorie wiekowg mozemy stosowac do opisu dynamiki uktadéw, w ktérych ewolucji potrafimy wyréznic
rozne skale czasowe.

e Uktady planetarne: — zmienno$é krétkookresowa (zaleznos¢ H od tzw. zmiennych szybkich, np. ano-
malii Srednich), — ewolucja w skali wiekowej.

e Jezeli zaburzenie .‘7-4,8,, jest duzo mniejsze od gtéwnego oddziatywania Hg, oraz uktad jest daleki od
silnego rezonansu ruchéw Srednich, mozemy wyizolowac¢ czes¢ funkcji Hamiltona odpowiedzialng za
ewolucje wiekowa H,., poprzez usredninie H po zmiennych szybkich (M;,M,):
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e W klasycznym podejsciu, funkcja Hamiltona jest rozwijana w szereg fourierowski wzgledem elementéw
orbitalnych (mimo$roddéw i/lub nachylen wzglednych orbit). Podejécie takie jest ograniczone do matych
wartosci e, Ly .

e Michtchenko & Malhotra (2004) zaproponowaty, aby usrednienie Hz.cwykonywac numerycznie. Podej-
scie potanalityczne nie jest ograniczone poprzez mate wartosci e, I,,,,. Pozwolito one na odkrycie
nowej (nieznanej na gruncie teorii klasycznej) wtasnosci dynamicznej ptaskiego uktadu dwéch planet.

e Libert & Henrard (2005) potwierdzili wyniki Michtchenko & Malhotra (2004) analitycznie.
e Michtchenko, Ferraz-Mello & Beaugé (2006) rozszerzyli metode do analizy uktadu 3D.

e Libert & Henrard (2007) potwierdzili wyniki Michtchenko, et al. (2006) analitycznie. Wykazali réwniez
wptyw stabilnosci punktu réwnowagowego e; = e = 0 na globalny obraz dynamiki uktadu.




Numeryczne usrednienie H = H,,,

e W celu wydzielenia czeséci wiekowej funkcji Hamiltona #, musimy dokonac¢ jej u$rednienia po anoma-
liach $rednich. Aby zrobi¢ to numerycznie, musimy znaé wartoéci H na dyskretnej siatce anomalii
$rednich (M,M>). Zatem dla kazdego z weztéw siatki trzeba rozwigzaé réwnanie Keplera.

e Zeby tego uniknaé wykonujemy zamiane zmiennych (dM; = J; df;), co znacznie upraszcza catkowanie:
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e W celu wykonania powyzszej catki zastosowaliSmy idee siatki adaptywnej, tzw. adaptive-mesh refine-
ment (AMR) oraz kwadrature Gaussa-Legendre’a wysokiego rzedu (64 lub wiecej):




Redukcja uktadu sredniego

e Po usrednieniu #H,,. nie zalezy od anomalii My,M,, zatem L,,L, sa state (a;,a, sa state).

e Poniewaz H,,. zalezy tylko od AQ = Q; —Q,, nie od Q; i Q; z osobna, mozemy wykona¢ nastepujaca
transformacje kanoniczng (redukujemy uktad do dwoch stopni swobody):

(01, G1) (01, Gv)
((02, G2) _ (0)27 G2)
(Ql, Hl) (91 = [Ql -I-Qg]/?., J=H, -|-H2)
(Qz, Hz) (62 = [Q] — 92]/2, J = H,; —Hz).
e H,. nie zalezy od 0,, zatem J; = const = |C|, gdzie C jest catkowitym momentem pedu uktadu.

e Ponadto, 8, = Tt/2 (w uktadzie Laplace’a), oraz J, = (G? — G3) /J;.

e Usredniony uktad posiada dwa stopnie swobody dla ustalonej wartosci C (lub AMD =L, + L, —C,
Angular Momentum Deficit).

e Dynamika uktadu opisywana jest nastepujgcymi rownaniami (Michtchenko et al. 2006):
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Rozwigzania stacjonarne

e Rozwigzania stacjonarne sg klasg rozwigzan okres$lonych warunkiem: (i)j =0, ij =0.

e W opisywanym zagadnieniu warunek ten przyjmuje posta¢ |Heee=Hee(G1, G2, 01, )] :
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e Wykorzystujac istniejace w uktadzie symetrie, mozemy znalez¢ takie pary katéw 7, ®5, dla ktérych

=0,

0, 0.
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e Sa to nastepujace pary: (o}, ®3) = {(0,=), (0,0), (t/2,—=n/2), (n/2,%/2)}.
e Inaczej mozemy napisa¢: (A®@*,2w}) = {(0,0), (=,0), (0,=), (T,m)}.
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e Zmienne (Gj,®;) majg osobliwo$¢ dla e; =0, dlatego wprowadzamy zmienne nieosobliwe (Libert &
Henrard, 2007):

Xi =1/ Z(Ll — Gl) Cos®W;, YyYi=+/ 2(L, — G,) sin(o,-.

e Latwo pokazaé, zedlae; = e, =0 (x; =0, y; = 0) #,. posiada ekstremum (Libert & Henrard, 2007).




Funkcja ... na ptaszczyZnie reprezentatywnej

e Poziomy energii na ptaszczyznie [e;cosA® x e;cos2@| dla &= a;/a, =0.333, uy=m;/m, =0.5
oraz AMD* = AMD/(L, + L,) = 0.1 (lewy panel), AMD* = 0.25 (prawy panel).
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e Strzatkami oznaczono rozwigzania stacjonarne. Zacieniowane obszary odpowiadajg nachyleniom
wzglednym I, wiekszym od ustalonych wartos$ci.




Stabilnos¢ rozwigzan stacjonarnych

e Liniowg stabilno$¢ rozwigzania okreslamy rozwigzujgc zagadnienie wtasne dla hesjanu funkcji Hamil-
tona: det (Hz—M) =0, gdZie %ec=}4e6(ylay2,x1’x2)'

e Do rozwigzania dostajemy wielomian at*+ bt + ¢ = 0, gdzie t = A?. Rozwigzanie liniowo stabilne ozna-
czaA=b*—4ac>0,b>0, c>0.

e Zgodnie z tw. Lyapunowa, jezeli #,. jest funkcja dodatnio lub ujemnie okreslong w potozeniu réwno-
wagi, to jest ono stabilne.

Imut(0,0) : det;
0=0.333
p=2.0
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e Wartosci nachylenia wzglednego orbit kotowych [L,..(0,0)], dla ktérych zeruja sie minory he-
sjanu sa wartosciami krytycznymi decydujacymi o globalnych wiasnosciach dynamicznych
ukiadu.




Bifurkacje rozwigzan stacjonarnych

e Pierwsze zero minoréw hesjanu [zmiana stabilnosci punktu (0,0)] jest punktem bifurkacyjnym, w ktérym
tworzy sie rezonans Lidova-Kozai (Libert & Henrard, 2007).

e Poziomy energii na ptaszczyznie [e;sin®; x exsin@]| (gérne panele) oraz [ejcos®; X e;cos@y]
(dolne panele) dla o = 0.333, u= 0.5 orazAMD* = 0.03, 0.1, 0.18, 0.25 (od lewej do prawej).
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e Kolejne zera minorow hesjanu wiazga sie z pojawieniem nowych rozwigzan stacjonarnych.




Nowe rozwigzania stacjonarne

¢ Znane dotychczas rozwigzania stacjonarne to rezonans Lidova-Kozai (®; = @, = +71/2) oraz roz-
wigzanie e; = e, = 0.

e Zastosowanie pot-analitycznej teorii wiekowej w petnym zakresie AMD* € (0,1) oraz mimosrodéw i na-
chylen wzglednych, a takze w szerokim zakresie stosunkdédw mas i p6tosi wielkich pozwolito na odkrycie
wielu nowych rodzin rozwigzan stacjonarnych w omawianym problemie.

e Z ciekawszych rozwigzan mozemy wymienic

— tzw. konfiguracje tancuchowa - stabilne potozenie rownowagi
umiejscowione w przestrzeni fazowej ponad linig kolizji,

— bifurkacje rezonansu Lidova-Kozai (drugie rozwiazanie dla
®; = —, = +71/2) oraz jego asymetrie dla przypadkéw "nie-
klasycznych”,

— niestabilne potozenia réwnowagi dla e; ~ 0.




Podsumowanie

e Poét-analityczna teoria wiekowa jest uzytecznym narzedziem do badania wtasnosci dy-
namicznych uktadéw planetarnych.

e Opisywana metoda nie jest ograniczona do matych wartosci mimosrodéw i nachylen
wzglednych.

e Metoda catkowania wykorzystujgca idee siatki adaptywnej daje precyzyjne wyniki w re-
latywnie krotkim czasie CPU.

e Dynamika wiekowa uktadu przestrzennego dwoéch planet jest bardzo ztozona.

e W przestrzeni fazowej wystepujg liczne rozwiazania stacjonarne (stabilne jak i niesta-
bilne), w tym wiele nowych, nieznanych dotychczas rozwigzan.

e Przedstawiona analiza daje globalng informacje o rozwigzaniach stacjonarnych pro-
blemu. Jedynymi parametrami sg tutaj stosunek mas planet u , stosunek pétosi wielkich
Q oraz znormalizowany AMD.
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